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ВВЕДЕНИЕ
 «Ничто не нравится, кроме красоты, 

в красоте – ничто, кроме форм,

 в формах – ничто, кроме пропорций, 

в пропорциях – ничто, кроме числа». 
                                      А. Августин
   Моя работа задумана с целью, рассмотреть свойства многоугольников и применить их для создания мозаики. При работе над проектом мне нужно было убедиться, что не из всех многоугольников можно составить мозаику. В моей работе рассмотрены следующие теоретические вопросы: свойства треугольников, свойства четырёхугольников, свойства пятиугольников, виды мозаики, рассмотрены мозаики разных ученых, мозаика восточных мастеров. В практической части рассмотрены вопросы: «Какими многоугольниками и другими фигурами можно выложить плоскую поверхность, если применить, лишь одну форму плиток? Можно ли создать мозаику из разных видов фигур? На основе теории мною создан эскиз простейший мозаики. Рассчитаны площади использованных фигур определенного вида.

Таким образом, я поставила перед собой следующую цель работы: обосновать с помощью математических фактов, как можно уложить мозаику на плоскости вокруг одной точки без просвета.

Для достижения данной цели я поставила перед собой следующие задачи:

1. Изучить свойства треугольников.

2. Изучить свойства четырёхугольников.

3. Изучить свойства пятиугольников.

4. Рассмотреть виды мозаики.

5. Рассмотреть мозаику разных ученых.

6. Создание эскизов мозаики.

7. Расчет площади использованных фигур отдельного вида.

Гипотеза исследования: Я предполагаю, что вокруг одной точки можно уложить плоскость без просвета.
Объектом исследования я выбрала мозаики.
Вид проекта – информационно-исследовательский. 
Методы исследования: 

- анализ научной, учебной литературы; 

- сравнение и анализ результатов, полученных разными авторами;

- их систематизация;
- выполнение практической части, составление эскиза;
- метод аналогии.

Готовый продукт - эскиз мозаики, мультимедийная презентация.

1. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ
1.1. ЧТО ТАКОЕ МОЗАИКА?   
Мозаика – это бесконечное семейство многоугольников, покрывающее плоскость без просветов и двойных покрытий. Покрытие плоскости может составляться из одинаковых правильных многоугольников, из разных правильных многоугольников, из не правильных многоугольников, из произвольных фигур, при котором многоугольники имеют общую сторону, либо общую вершину или совсем не имеют общих точек. 
 «Сложенный из кусочков» – так переводится с итальянского языка слово «мозаика». Мозаика – монументальный вид искусства. Для того чтобы увидеть изображение, человек должен отойти на определенное расстояние. И чем обширнее мозаичная картина, тем с большего расстояния нужно любоваться ею. Именно поэтому она всегда придает интерьеру особую торжественность и роскошь.  Мозаика производит приятное впечатление, если она достаточно симметрична. 
   Периодическая мозаика - это мозаика, которую нам дает процесс, в результате которого данную поверхность заполняют одной и той же плиткой, просто повторяясь, без поворотов. В природе примером периодической мозаики являются кристаллы твердых веществ - например: кристалл соли, алмаза, графита, графена. ( приложение 1)
   Апериодическая мозаика - это тот же процесс, но он не имеет минимального узора для покрытия поверхности, при этом они заполняет все пространство. (приложение 1)
1.2. СВОЙСТВА МНОГОУГОЛЬНИКОВ
  Треугольник - это фигура, которая состоит из трёх точек, не лежащих на одной прямой, и трёх отрезков, попарно соединяющих эти точки. Точки называются вершинами треугольника, а отрезки - его сторонами.
Основные свойства треугольников. В любом треугольнике: 
1. Против большей стороны лежит больший угол, и наоборот. 
2. Против равных сторон лежат равные углы, и наоборот. (В частности, все углы в равностороннем треугольнике равны) 
3. Сумма углов треугольника равна 180 °. (Из двух последних свойств следует, что каждый угол в равностороннем треугольнике равен 60 °).
Четырёхугольник - это геометрическая фигура (многоугольник), состоящая из четырёх точек (вершин), не лежащих на одной прямой, и четырёх отрезков (сторон), попарно соединяющих эти точки. 
Свойство: Сумма углов четырёхугольника равна 2 π = 360°. 

Пятиугольник - многоугольник с пятью углами. Также пятиугольником называют всякий предмет такой формы.
Сумма внутренних углов выпуклого пятиугольника равна 540°.
Если провести в пентагоне диагонали, то он разобьётся на: меньший пентагон и больший. Вокруг меньшего пентагона - пять равнобедренных треугольников двух видов (с отношением бедра к основанию равным золотой пропорции): 
1) имеют острые углы в 36° при вершине и острые углы в 72° при основании;
2) имеют тупой угол в 108° при вершине и острые углы в 36° при основании.
При соединении двух первых и двух вторых треугольников их основаниями, то получится два «золотых» ромба (первый имеет острый угол в 36° и тупой угол в 144°). (приложение 2)
1.3. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОЗАИКИ ХУДОЖНИКА ЭШЕРА

   Другие замечательные примеры математических мозаик в искусстве в изобилии встречаются в творчестве нидерландского художника Эшера. Он родился на рубеже 19-х и 20-х веков и уже в юности использовал математику в своих работах. 
Эшер интересовался всеми видами мозаик, а также ввел собственный вид, который назвал "метаморфозами", где фигуры изменяются и взаимодействуют друг с другом, а иногда изменяют и саму плоскость.

Интересоваться мозаиками Эшер начал в 1936 году во время путешествия по Испании. Он провел много времени в Альгамбре, зарисовывая арабские мозаики, и впоследствии сказал, что это было для него "богатейшим источником вдохновения". Позже в 1957 году в своем эссе о мозаиках Эшер написал:

В математических работах регулярное разбиение плоскости рассматривается теоретически... Значит ли это, что данный вопрос является сугубо математическим? Математики открыли дверь ведущую в другой мир, но сами войти в этот мир не решились. Их больше интересует путь, на котором стоит дверь, чем сад, лежащий за ней.
Математики доказали, что для регулярного разбиения плоскости подходят только три правильных многоугольника: треугольник, квадрат и шестиугольник. (Нерегулярных вариантов разбиения плоскости гораздо больше. В частности в мозаиках иногда используются нерегулярные мозаики, в основу которых положен правильный пятиугольник.). Эшер использовал базовые образцы мозаик, применяя к ним трансформации, которые в геометрии называются симметрией, отражение, смещение и др. Также он исказил базовые фигуры, превратив их в животных, птиц, ящериц. Эти искаженные образцы мозаик имели трех, четырех и шестинаправленную симметрию, таким образом сохраняя свойство заполнения плоскости без перекрытий и щелей. ( приложение 3)
1.4. МОЗАИКА ПЕНРОУЗА 
     Апериодические мозаики содержат более одного узора, которыми заполняется вся поверхность. Казалось бы, разработка дизайна апериодической мозаики является очень сложной задачей или, по крайней мере, потребует использования многих форм плитки. До 1970-х гг. эта задача была своего рода математической головоломкой.

Первый подход заключается в создании радиальных мозаик.

Ещё одна проблема заключается в нахождении мозаичных плиток для апериодической мозаики. В течении очень долгого времени математики пытались решить эту проблему, но в результате были найдены лишь узоры, содержащие огромное количество составных элементов. В 1971 г. американский математик Рафаэль Митчел Робинсон разработал дизайн, в котором используются плитки только шести видов, полученных путём добавления выемок и выступов к квадрату.
В 1973 г. физику и математику сэру Роджеру Пенроузу удалось уменьшить количество плиток до четырех. Год спустя он свёл количество к двум. С плитками двух простых типов Пенроуз смог построить апериодическую мозаику. Эти два типа получили названия «воздушный змей» и «дротик». 
Очевидно, что мы можем построить периодические мозаики с помощью этих двух плиток, если образуем из них ромб. (рис.1) (приложение 4)
2. ИСТОРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 
2.1. РАННИЕ АПЕРИОДИЧЕСКИЕ ЗАМОЩЕНИЯ

Апериодический набор из 13 плиток Вана. (рис.1(а))
В 60-х годах XX века логик Хао Ван рассмотрел проблему замощения плоскости квадратами с раскрашенными рёбрами (сейчас известными как плитки Вана): можно ли замостить плоскость такими квадратами без поворотов и отражений так, чтобы квадраты соприкасались рёбрами одинакового цвета.

Шесть плиток Робинсона (рис.8)
Ван заметил, что если эта проблема алгоритмически неразрешима, то существует апериодический набор плиток Вана. В то время это считалось маловероятным, поэтому Ван предположил разрешимость проблемы замощения.

      Однако студент Вана Роберт Бергер показал, что проблема замощения неразрешима (то есть гипотеза Вана была неверна). Он также построил апериодический набор плиток Вана, состоящий из 20 426 плиток. В дальнейшем были найдены апериодические наборы из меньшего числа плиток. На настоящий момент, минимальным является набор из 13 плиток, найденный Карелом Чуликом в 1996 году.

На основе результатов Бергера Рафаэль Робинсон получил апериодический набор, состоящий из всего шести протоплиток (вращения и отражения уже допускаются).
2.2. МОЗАИКА ВОСТОЧНЫХ МАСТЕРОВ

       Как сообщает газета «Правда Востока», в февральском номере журнала «Сайнс» за 2007 год появилась статья американских ученых Питера Лу и Паула Стейнхардта о средневековой исламской архитектуре, сразу же ставшая научной сенсацией. По мнению ее авторов статьи, мозаичные узоры, украшающие стены средневековых мавзолеев, мечетей и дворцов, выполнены с использованием математических законов, открытых европейскими учеными лишь в 70-х годах XX столетия. Отсюда со всей очевидностью следует, что средневековые зодчие на несколько столетий опередили своих европейских коллег.
   Проанализировав около 3700 мозаичных плиток, Лу и Стейнхардт пришли к заключению, что на рубеже XIII века повсеместно в мусульманских странах распространилась технология декорации мавзолеев, мечетей и других строений периодической мозаикой, составленной из набора пяти многоугольников, а именно: десятиугольника, шестиугольника, галстука-бабочки (терминология авторов статьи), пятиугольника и ромба. По существу это было решение описанной выше задачи о паркетах с помощью набора из пяти «мусульманских» многоугольников, узоры, составленные из которых, назывались «гирих» (от персидского – «паутина» или сложный узел). На XV век приходится самый созидательный период расцвета науки и культуры в странах, управлявшихся Темуридами. Именно в это время произошел качественный скачок и в искусстве орнамента. Подтверждением этому является тот факт, что многочисленные исследованные памятники – мавзолей Дарб-е-Имама в Иране, усыпальница Хаджи Абдуллаха Ансари в Герате и др. – относятся к эпохе Темуридов. Комбинация ставшей к этому времени традиционной мозаики «гирих» и геометрических фигур «стрела» и «бумажный змей» (опять по терминологии Лу и Стейнхардта) позволили создать непериодические узоры, напоминающие мозаику Пенроуза. Отсюда следует, что к этому времени они, возможно, использовали более сложные инструменты, но совершенно очевидно, что в XV веке в технике декора [image: image1.wmf]N

Î

произошел концептуальный скачок!
3. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
3.1. ХОД ИССЛЕДОВАНИЯ 
Этап I
      Обозначим через n число сторон правильного многоугольника, тогда

 ( n – 2 ) · 1800  – сумма всех внутренних углов многоугольника и  
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                        - каждый угол правильного многоугольника.  

    Чтобы можно было сгруппировать вокруг какой – то точки определенное число одинаковых правильных многоугольников, необходимо, чтобы сумма их углов, сходящихся в данной точке, равнялось 3600.
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    Для одноименных правильных многоугольников наименьшее число n  может равняться 3. 

1)   Если n = 3, то 

                                                                
  Значит это возможно сделать  правильными треугольниками  и их число равно= 3600 : 600  = 6 
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2) Если n = 4, то 
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  Значит это возможно сделать  правильными четырехугольниками  и их число равно= 3600 : 900  = 4   
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3)Если n = 6, то       

 Значит это возможно сделать  правильными шестиугольниками и их число равно =3600 : 1200 = 3
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Примечание: если n = 5 и n > 6 значение дроби больше 1200 и правильных многоугольников не существует.
Этап II
1) Обозначим n – количество треугольников, m – количество квадратов, тогда  согласно гипотезе должно выполняться равенство 600n+900m=3600.
Рассмотрим следующие случаи:
   а) Если n = 1, то 900m = 3600- 600·1;

                                900m = 3000;

                                m =
[image: image5.wmf]9
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]N
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   При n = 1, задача решений не имеет.
 б) Если n = 2, то 900m = 3600- 600·2;

                              900m = 2400;

                               m =
[image: image7.wmf]9
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 EMBED Equation.3  [image: image8.wmf]Ï



 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]N
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   При n = 2, задача решений не имеет.   
 в) Если n = 3, то 900m = 3600 - 600·3;

                              900m = 1800;

                              m =2
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   При n = 3, m = 2 
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 задача имеет решение.  

 г) Если n = 4, то 900m = 3600- 600·4;

                             900m = 120;

                             m =
[image: image12.wmf]9
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]N
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   При n = 4, задача решений не имеет.
 д) Если n = 5, то 900m = 3600- 600·5;

                              900m = 600;

                              m =
[image: image14.wmf]9
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   При n = 5, задача решений не имеет.
Примечание: при n больше пяти, задача решений не имеет, так как сумма получается больше 3600.
 2) Обозначим n - количество треугольников, m – количество шестиугольников, тогда согласно гипотезе должно выполняться равенство 600n+1200m=3600.
Рассмотрим следующие случаи:

   а) Если n = 1, то 1200m = 3600- 600·1;

                                1200m = 3000;

                                 m =
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   При n = 1, задача решений не имеет.   
б) Если n = 2, то 1200m = 3600- 600·2;

                             1200m = 2400;

                              m =2
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   При n = 2, 
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 m = 2 задача имеет решение.  

 в) Если n = 3, то 1200m = 3600- 600·3;

                              1200m = 1800;

                               m =
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   При n = 3, задача решений не имеет.
 г) Если n = 4, то 1200m = 3600- 600·4;

                             1200m = 1200;

                              m =
[image: image21.wmf].
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   При n = 4, m = 1
[image: image22.wmf]Þ

 задача имеет решение.   
 д) Если n = 5, то 1200m = 3600- 600·5;

                              1200m = 600;

                               m =
[image: image23.wmf].

12

6

N

Ï


   При n = 5, задача решений не имеет.
  Примечание: при n, больше пяти, задача решений не имеет, так как сумма получается больше 3600.
3) Обозначим n- количество квадратов, то m - количество восьмиугольников, тогда согласно гипотезе должно выполняться равенство 900n+1350m=3600.

Рассмотрим следующие случаи:

   а) Если n = 1, то 1350m = 3600- 900·1;

                                1350m =2700;

                                 m =
[image: image24.wmf].
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   При n = 1, m = 2 
[image: image25.wmf]Þ

 задача имеет решение.    

 б) Если n = 2, то 1350m = 3600- 900·2;

                              1350m = 1800;

                               m =
[image: image26.wmf].
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   При n = 2, задача решений не имеет.
 в) Если n = 3, то 1350m = 3600- 900·3;

                              1350m = 900;

                               m =
[image: image27.wmf].
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   При n = 3, задача решений не имеет.
 г) Если n = 4, то 1350m = 3600-900·4;

                             1350m =00;

                              m =
[image: image28.wmf].
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   При n = 4, задача решений не имеет.
Примечание: при n, больше четырёх, задача решений не имеет, так как сумма получается больше 3600.

        4) Обозначим n - количество треугольников, m - количество двенадцатиугольников, тогда согласно гипотезе должно выполняться равенство 600n+1500m=3600.

Рассмотрим следующие случаи:

 а) Если n = 1, то 1500m = 3600- 600·1;

                              1500m =3000;

                               m =
[image: image29.wmf].

2

N

Î


При n = 1, m = 2 
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 задача имеет решение.   

б) Если n = 2, то 1500m = 3600 - 600·2;

                             1500m = 2400;

                              m =
[image: image31.wmf].
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При n = 2, задача решений не имеет.
в) Если n = 3, то 1500m = 3600- 600·3;

                             1500m = 1800;

                              m =
[image: image32.wmf].
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   При n = 3, задача решений не имеет.
Примечание: при n, больше трех, задача решений не имеет, так как сумма получается больше 3600.

Этап III
1) Обозначим n - количество треугольников, m - количество четырёхугольников, k - количество шестиугольников, тогда согласно гипотезе должно выполняться равенство: 600n+900m+1200 k =3600.
Рассмотрим следующие случаи:
   а) Если n = 1, m =1, то 1200 k = 3600- 600·1-900·1;

                                          1200m = 2100;

                                           m =
[image: image33.wmf]12
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]N
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При n = 1, m =1, задача решений не имеет.
б) Если n = 1, m =2, то 1200 k = 3600- 600·1- 900·2;

                                       1200 k = 1200;

                                        k =1
[image: image35.wmf].
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При n = 1, m = 2, k =1, задача имеет решение.
  в) Если n = 2, m =1, то 1200 k = 3600- 600·2- 900·1;

                                          1200m = 1500;

                                           m =
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]N
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При n = 2, m =1, задача решений не имеет.
Примечание: при n, больше трех, задача решений не имеет, так как сумма получается больше 3600.

       2) Обозначим n - количество треугольников, m - количество квадратов, k - количество двенадцатиугольников, тогда согласно гипотезе должно выполняться равенство: 600n+900m+1500 k =3600.

Рассмотрим следующие случаи:
   а) Если n = 1, m =1, то 1500 k = 3600 - 600·1-900·1;

                                          1500m = 2100;

                                           m =
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21



 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]N
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        При n = 1, m =1, задача решений не имеет.
б) Если n = 2, m =1, то 1500k = 3600- 600·2-900·1;

                                       1500 k = 1500;

                                        k =1
[image: image40.wmf].
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При n = 2, m = 1, k =1,задача имеет решение.
Примечание: при n, больше трех, задача решений не имеет, так как сумма получается больше 3600.

       3) Обозначим n - количество четырёхугольников, m - количество шестиугольников, k - количество двенадцатиугольников, тогда согласно гипотезе должно выполняться равенство: 900n+1200m+1500 k =3600.
Рассмотрим следующие случаи:
 а) Если n = 1, m =1, то 1500k = 3600- 900·1- 1200·1;

                                          1500m = 1500;

                                           m =1
[image: image41.wmf].
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        При n = 1, m =1, k =1, задача имеет решение.
Примечание: при n, больше двух, задача решений не имеет, так как сумма получается больше 3600.
3.2. ИЗГОТОВЛЕНИЕ МАКЕТА МОЗАИКИ 

Я так заинтересовалась созданием мозаики, что придумала эскиз своей мозаики и описала пошаговое построение. Затем вырезала и склеила из цветной бумаги.

Эксперимент 1.
1)  Для эксперимента за основу возьмем квадрат. 
2) От трёх вершин квадрата проводим дуги, равные одной четверти окружности и отрезаем их.
3) Эти части я присоединяю к оставшейся части от квадрата .
В итоге я склеиваю несколько получившихся таких фигур в периодическую мозаику. (Приложение 8 рис. 1)
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Эксперимент 2.

1) Для следующей плитки возьмем за основу круг.

2) Проводим линию-диаметр. И линию, разделяющую круг на четверти части. 
3) Потом приводим дуги так, чтобы плитка стала похожа на «чешую».
В итоге я склеиваю несколько получившихся таких фигур в периодическую мозаику. (Приложение 8 рис. 2)
   Площадь каждого элемента предложенной мозаики легко вычислить:
1 Эксперимент: S = а2. S= 52=25(см2).
2 Эксперимент: S = πr2, S  = 6,52 π =42,25 π(см2).
 S=6,52=42,25(см2), S= 42,25/4 π -(42,25-42,25/4 π)=42,25/2 π-42,25(см2).

 S=42,25 π -2(42,25/2 π-42,25)=84,5(см2).
ВЫВОДЫ
Вывод первый:

Вокруг одной точки можно уложить плоскость без просвета, следующими одноимёнными правильными многоугольниками:
   - шестью правильными треугольниками;

   - четырьмя квадратами;

   - тремя правильными шестиугольникам. 
Вывод второй:

Вокруг одной точки можно уложить плоскость без просвета, следующими правильными многоугольниками двух различных форм:
 -  тремя треугольниками и двумя четырёхугольниками;
 - четырьмя треугольниками и одним шестиугольником;
 -  двумя треугольниками и двумя шестиугольниками;
 - одним четырёхугольником и двумя восьмиугольниками;
 - одним треугольником и двумя двенадцатииугольниками.

Вывод третий:

Вокруг одной точки можно уложить плоскость без просвета, следующими правильными многоугольниками трех различных форм:
- одним треугольником, двумя четырёхугольниками и одним шестиугольником.

 - двумя треугольниками, одним четырёхугольником и одним двенадцатиугольником.

  - одним четырёхугольником, одним шестиугольником и одним двенадцатиугольником.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате изучения научной литературы о мозаиках я считаю, что цель моей работы достигнута. Я подробно изучила мозаику, поняла принципы их построения, принципы построения на компьютере и на картоне, а самое главное, получила эстетическое наслаждение от их красоты. Увидела их широкое применение в жизни людей, а также обнаружила связь геометрии, черчения, информатики, изобразительного искусства, истории. 

 Выдвинутая мною гипотеза,  что вокруг одной точки можно уложить плоскость без просвета верна. В ходе работы я выяснила, что существует только конечное число правильных мозаик: 11. 
Практическую значимость работы вижу в ее дальнейшем применении: в качестве дополнительного материала на занятиях математического кружка, уроках и внеклассных мероприятиях.
     Моя работа показывает как теоретическое, так и практическое применение геометрического материала, а так же помогает увидеть широту возможных приложений в современной жизни.
Геометрическая мозаика широко встречается и используется (приложение 9):
1) В строительстве и ремонте жилых помещений: 

- полы в жилых помещениях застилают паркетами, 

- стены ванных комнат покрывают кафельными плитками, 

- современные здания украшают мозаиками.
2) В спортивных играх:

- игра «Шахматы» - шахматная доска, 
- игра «Волейбол» - сетка.

3) В декоративно - прикладном искусстве:

- вышивка на коврах, 
- гобеленах, 
- решетки на окнах.

4) В пчеловодстве - пчелиные соты (вощина).
В вершине мозаики может сходиться не более шести и не менее трех многоугольников.

 «Геометрия как один из разделов математики — это не только стройная система законов, но и уникальное средство познания мира».
Благодаря работе над проектом я получила много теоретических знаний по данной теме. Создала эскиз мозаики, рассчитала площади использованных фигур отдельного вида.  Из практической части  я сделала  выводы.
Работа над проектом дала мне множество практических навыков при работе с информацией и ее оформлением, без которых невозможно жить в нашем веке технологий
    То, что удалось открыть западной науке на основе огромного обобщения тернистого опыта, восточная наука сделала на основе интуиции и чувства прекрасного. И результаты налицо: в воплощении законов геометрии в практику восточные мыслители опередили западных на пять столетий! 
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Апериодическая мозаика
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3
Мозаика Эшера
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Мозаика Пенроуза
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Апериодические Замощения
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Виды мозаик
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Ход исследования

Этап1
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Этап 2
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Этап 3
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ПРИЛОЖЕНИЕ 8
Практическая часть
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ПРИЛОЖЕНИЕ 9
Применение мозаики
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